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摘 要：将Ｂａｙｅｓ判别分析方法应用于地下水化学类型判别与分类中，建立了地下水化学类型综合评判的
Ｂａｙｅｓ判别分析模型。模型选用Ｎａ＋＋Ｋ＋、Ｃａ２＋、Ｍｇ２＋、ＨＣＯ－３、Ｃｌ－、ＳＯ４２－等６个指标作为判别因子；将地下水化学
类型分为３种，作为Ｂａｙｅｓ判别分析的３个正态总体；以内蒙古河套灌区地下水实测数据作为训练样本，建立 Ｂａｙｅｓ
线性判别函数；以Ｂａｙｅｓ线性判别函数计算待判样品的Ｂａｙｅｓ判别函数值，以最大值对应的总体作为样品所归属的
总体；最后以刀切法对判别准则进行评价以检验模型的优良性。结果表明，Ｂａｙｅｓ判别分析模型误判率低，识别正
确率达８２．５％，输出结果正确率达８６．６％。与传统分类方法相比，Ｂａｙｅｓ判别分析模型提供的判别分类结果，具有
更明晰、易懂的水化学类型信息。
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地下水的化学成分与其形成、赋存条件有着密

切关系，是水－岩相互作用的产物［１］。水中阴阳离
子的组分含量，反映了水化学环境、水 －岩相互作

用、补排循环特征的差异［２］。地下水的化学状况与

农业生产、环境和生活质量有着密切的关系。盐渍

化灌区的浅层地下水更有其特殊性，受原生地球化



学环境和人类农业活动的共同影响，随着地下水化

学成分的不断演化，其水化学类型也随之改变。水

化学类型的改变可反映水环境的变化。作为灌区地

下水质量评价的组成部分之一，进行水化学类型研

究可为灌区地下水资源的合理利用和环境保护提供

依据。

关于地下水化学分类的方法有很多，常用的方

法包括：舒卡列夫分类法、布罗茨基分类法、阿廖金

分类法、模糊聚类分析法、皮伯三线图解（Ｐｉｐｅｒ）法、
多矩形图解（ＭＲＤ）法［３－７］。这些方法各有其优缺
点，其中舒卡列夫分类法在地下水化学分类中的应

用较为广泛，图解法也因为其不受人为因素影响的

优点被广泛应用。

然而在利用上述方法进行地下水水化学类型分

类时，计算较复杂，使用不方便，为此，本文尝试应用

一种基于Ｂａｙｅｓ判别分析法的地下水化学类型分类
模型，以达到在对地下水水化学类型分类时，计算方

便，误判率低的目的。

１ Ｂａｙｅｓ判别理论［８－１２］

１．１ 判别分析的基本思想

简单地说，判别分析就是根据掌握的历史上每

个类别的若干样本的数据信息，总结出客观事物分

类的规律性，建立判别函数和判别准则，然后，当遇

到新的样本点时只需根据总结出来的判别函数和判

别准则就能够判别该样本点所属类别。而在地下水

化学分类中，就是根据地下水样本中阴阳离子的信

息，按照一定的分类方法，最终确定样本的类型。这

使得将Ｂａｙｅｓ判别分析法应用于地下水化学分类成
为可能。

用统计学的语言来描述 Ｂａｙｅｓ判别分析就是：
已知有 ｇ个ｐ维总体Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｇ，每个总体 Ｇｉ，
可认为是属于 Ｇｉ的指标Ｘ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｐ）Ｔ取值
的全体，它们分别具有互不相同的 ｐ维概率密度函
数 ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｇ（ｘ），对于任一给定的新样品
关于指标 Ｘ的观测值ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｐ）Ｔ，我们要
判断该样品属于这 ｇ个总体中的哪一个。因而判
别分析是根据所研究个体的某些指标的观测值来推

断该个体所属类型的一种统计方法。

１．２ Ｂａｙｅｓ判别函数
设两个 ｐ维正态总体 Ｇ１，Ｇ２，其概率密度函数为：

ｆｉ（ｘ）＝（２π）－
μ
２∑ｉ

－１２ｅｘｐ－１２（ｘ－μｉ）
Ｔ∑－１{ ｉ

（ｘ－μｉ}） （１）

式中：μｉ，∑ｉ
为两总体的均值向量和协方差矩阵，

∑ｉ
为∑ｉ

的行列式，ｉ＝１，２。

假设∑１＝∑２＝∑，根据马氏距离和判别
函数的概念，可得

ｆ１（ｘ）
ｆ２（ｘ）

＝ {ｅｘｐ [１２ （ｘ－μ２）Ｔ∑－１
（ｘ－μ２）－（ｘ－

μ１）∑－１
（ｘ－μ１ ] }） ＝ｅｘｐ｛Ｗ（ｘ）｝ （２）

式中：

Ｗ（ｘ）＝ ｘ－１２（μ１＋μ２[ ]）Ｔ

∑－１
（μ１－μ２） （３）

称为Ｂａｙｅｓ判别函数。
１．３ 多正态总体的Ｂａｙｅｓ判别

式（３）可方便地推广到多正态总体的判别分析
中。设 ｇ个ｐ维总体Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｇ，其概率密度函
数为式（１），此时，ｉ＝１，２，…，ｇ。假设各正态总体
的协方差矩阵相等，即：∑１＝∑２＝… ＝∑ｇ＝∑。
则得到Ｂａｙｅｓ判别函数为

Ｗｉ（ｘ）＝μ
Ｔ
ｉ∑－１ｘ－１２μ

Ｔ
ｉ∑－１

μｉ＋ｌｎｑｉ （４）

实际应用中，若μｉ，∑ｉ
未知，则以训练样本作估

计，即以训练样本的样本均值 ｘ（ｉ）和样本方差 Ｓ，作
为μｉ和∑ｉ

的估计，此时，

μ
⌒
ｋ＝

１
ｎｋ∑

ｎｋ

ｉ＝１
ｘ（ｋ）ｉ ＝ｘ（ｋ） （５）

∑ ＝
（ｎ１－１）Ｓ１＋（ｎ２－１）Ｓ２＋… ＋（ｎｇ－１）Ｓｇ

ｎ１＋ｎ２＋… ＋ｎｇ－ｇ
（６）

Ｓｋ＝
１

ｎｋ－１∑
ｎｋ

ｉ＝１
（ｘｋｉ－ｘ（ｋ））（ｘ（ｋ）ｉ －ｘ

（ｋ））Ｔ （７）

式中，ｋ＝１，２，…，ｇ。
１．４ 多正态总体的Ｂａｙｅｓ判别准则

设总体 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｇ的先验概率分布分别为
ｑ１，ｑ２，…，ｑｇ，误判损失为 ｃ（ｊ／ｉ）（ｉ，ｊ＝１，２，…ｇ，ｉ

≠ ｊ）。记ｃ（ｊ／ｉ）＝０。在等误判损失下，其Ｂａｙｅｓ判别
准则为

ｘ∈ Ｇｉ，ｍａｘ
１≤ｋ≤ｇ

｛Ｗｉ（ｘ）｝＝Ｗｉ（ｘ） （８）

判别准则可解释为：给定的样品，计算 ｇ个总体在ｘ
处的概率密度函数值（以 Ｂａｙｅｓ函数值 Ｗｉ（ｘ）代
替），最大值所属的总体 Ｇｉ即为ｘ所属的类别。
１．５ 判别准则的评价

为考察上述判别准则的优良性，采用以训练样

本为基础的刀切法来计算误判率。其基本思想是每

次剔除训练样本中的一个样本，利用其余容量为 ｎ１
＋ｎ２＋… ＋ｎｇ－１的训练样本建立判别函数，再用所
建立的判别函数对删除的那个样品作判别，重复上
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述步骤，以其误判的比例作为误判概率的估计，则总

得误判比例为：

α
⌒
ＪΔ
ｎＪ１Ｍ ＋ｎＪ２Ｍ ＋… ＋ｎ

Ｊ
ｇＭ

ｎ１＋ｎ２＋… ＋ｎｇ
（９）

式中，ｎＪｇＭ表示将属于总体Ｇｇ的样本误判为其他总
体的个数。

２ 材料与方法

２．１ 野外设计与取样方案

研究区分别设在内蒙古河套灌区的上游（杭锦

后旗），中游（临河）和下游（乌拉特前旗），如图 １。
在上游区布设水位观测井１６眼，中游区布设１４眼，
下游区布设１４眼，观测井根据地形条件，采用井深
１０ｍ的普通观测井，井管下端用直径 ７．６２ｃｍ塑料
管，上部用１．５ｍ长的钢管加帽，并用混凝土加固，
防止丢失。

数据采集时间为 ２００７年 ７月—２０１０年 １１月，
每月２１日取一次水样。

图１ 内蒙古河套灌区研究区分布示意图

Ｆｉｇ．１ ＬｏｃａｔｉｏｎｏｆＩｎｎｅｒＭｏｎｇｏｌｉａＨｅｔａｏＩｒｒｉｇａｔｉｏｎＤｉｓｔｒｉｃｔｉｎｔｈｉｓｓｔｕｄｙ

２．２ 测试项目及测试方法

对提取水样进行 ＣＯ３２－、ＨＣＯ３－１、Ｃｌ－、ＳＯ４２－、

Ｃａ２＋、Ｍｇ２＋、Ｋ＋、Ｎａ＋测定分析，样品测试在内蒙古
巴彦淖尔盟水利科学研究所实验中心进行，其中

Ｎａ＋、Ｋ＋测试方法为火焰原子吸收分光光度法；
Ｃｌ－、ＳＯ４２－测试方法为离子色谱法；Ｃａ２＋、Ｍｇ２＋测试
方法为ＥＤＴＡ滴定法；ＨＣＯ３－、ＣＯ３２－测试方法为酸
碱滴定法［１３］。

２．３ 数据分析

在数据处理过程中采用 ＳＰＳＳ１９．０软件进行
Ｂａｙｅｓ判别分析和刀切法评价。

３ 结果与分析

３．１ 灌区地下水化学类型评判的Ｂａｙｅｓ模型
３．１．１ 评价因子 本研究选取 Ｎａ＋＋Ｋ＋（ｘ１）、

Ｃａ２＋（ｘ２）、Ｍｇ２＋（ｘ３）、ＨＣＯ－３（ｘ４）、Ｃｌ－（ｘ５）、ＳＯ４２－

（ｘ６）等６个指标作为判别因子。原始数据中，地下
水水化学组成各离子含量一律取 ｍｇ·Ｌ－１。为了消
除各变量取值大小相差较大时造成对模式识别分类

的影响，采用对数变换的方法，即：

ｘｎｅｗ＝ｌｇ（ｘｏｌｄ） （１０）

使变量的变化幅度处在同一水平上。根据多矩形图

解法（ＭＲＤ）的分析结果［６］，将内蒙河套灌区地下水
化学类型分为三种类型，即Ｃｌ—Ｎａ型（Ｇ１）、ＳＯ４—Ｎａ
型（Ｇ２）和 ＨＣＯ３—Ｎａ型（Ｇ３）。将这 ３个类型作为
Ｂａｙｅｓ判别分析的３个正态总体，以建立水化学类型
评判的Ｂａｙｅｓ模型。
３．１．２ Ｂａｙｅｓ判别分析函数 参与判别模型建立的

地下水样本共计９５例，其中训练样本集８０例，预测
样本集１５例。按照第１节的方法建立Ｂａｙｅｓ判别函
数为：

Ｗ１（ｘ）＝－２６４．７３７ｘ１＋５８．９１１ｘ２－１０９．８９１ｘ３＋３８４．１７８ｘ４＋１４５．０３０ｘ５＋１２１．８９６ｘ６－４７６．７２０

Ｗ２（ｘ）＝－２６０．６８４ｘ１＋６５．９２６ｘ２－１１５．９８７ｘ３＋３７９．４４４ｘ４＋１２８．０１９ｘ５＋１３８．９０１ｘ６－４７８．８０２

Ｗ３（ｘ）＝－２５６．６４１ｘ１＋６７．３２７ｘ２－１０７．２８１ｘ３＋３９３．２６４ｘ４＋１２７．３５９ｘ５＋１１６．８６４ｘ６－４８５．
{

４１８

（１１）
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以判别准则对上述判别函数的优良性进行检

验，总误判率为１７．５％，识别正确率达８２．５％。
３．２ Ｂａｙｅｓ判别模型的应用

应用训练后的模型对河套灌区 １５个地下水水
样进行水化学类型的分类识别。将表１中的预测样
本数据分别代入式（１１）中计算 Ｗｉ（ｘ）（ｉ＝１，２，３），

计算结果见表２。按式（８）进行判别，以 Ｗｉ（ｘ）中的
最大值对应的总体为样品所归属的总体，评判结果

见表２，从表中可知判别模型对１５个地下水预测样
本进行了识别，其中有 １３个识别正确，２个识别失
误，正确率达８６．６７％，所建立模型正确率较高可应
用于实际当中。

表１ 河套灌区地下水化学类型分类指标实测值

Ｔａｂｌｅ１ ＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆｈｙｄｒｏｃｈｅｍｉｃａｌｔｙｐｅｓｉｎｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄｗａｔｅｒｏｆＨｅｔａｏＩｒｒｉｇａｔｉｏｎＤｉｓｔｒｉｃｔ

预测样本

Ｆｏｒｅｃａｓｔｓａｍｐｌｅｓ

评价指标实测值 Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｉｎｄｅｘ

ＨＣＯ３－ ＣＬ－ ＳＯ４２－ Ｃａ２＋ Ｍｇ２＋ Ｎａ＋＋Ｋ＋
分类结果

Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ

１ ２．８８６ ２．７２０ ２．７６４ １．９９７ ２．０８７ ２．７５５ Ｃｌ－Ｎａ型

２ ２．６６０ ２．５６５ ２．６０３ １．９３０ １．９５４ ２．５３３ Ｃｌ－Ｎａ型

３ ２．７５０ ２．６５８ ２．３３６ ２．１１７ １．６９１ ２．４８７ Ｃｌ－Ｎａ型

４ ２．６２１ ２．５９４ ２．７１９ １．８３６ １．９９７ ２．６７２ Ｃｌ－Ｎａ型

５ ２．７５４ ２．５７８ ２．５５５ ２．００８ １．７１３ ２．６１２ Ｃｌ－Ｎａ型

６ ２．９３４ ３．１９４ ３．０７２ １．９１５ ２．１８２ ３．１８４ Ｃｌ－Ｎａ型

７ ２．６４０ ２．４８１ ２．９１１ ２．１８４ ２．１４１ ２．４９７ ＳＯ４－Ｎａ型

８ ２．７８４ ２．３０２ ２．７７８ ２．０９１ １．９３３ ２．５３５ ＳＯ４－Ｎａ型

９ ２．６６１ ２．１２４ ２．３０１ １．９３ １．８１１ ２．１６４ ＨＣＯ－Ｎａ型

１０ ２．５３１ ２．０７８ ２．０１７ １．６６２ １．５６２ ２．１２６ ＨＣＯ－Ｎａ型

１１ ２．７６９ ２．２７０ ２．４５３ １．９７９ １．８４４ ２．４０７ ＨＣＯ－Ｎａ型

１２ ２．６１５ ２．３３４ ２．３５８ １．９３９ １．５４９ ２．４１２ ＨＣＯ－Ｎａ型

１３ ２．８６６ ２．５９７ ２．５２７ ２．０８４ ２．１６２ ２．４５４ ＨＣＯ－Ｎａ型

１４ ２．７２５ ２．３４５ ２．５１６ １．９０４ ２．０３５ ２．３４６ ＨＣＯ－Ｎａ型

１５ ２．５５１ ２．２９０ ２．３０１ ２．０６２ １．７３０ ２．１２５ ＨＣＯ－Ｎａ型

表２ 地下水样品的Ｂａｙｅｓ判别结果
Ｔａｂｌｅ２ Ｂａｙｅｓｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｎｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄｗａｔｅｒｓａｍｐｌｅｓ

预测样本

Ｆｏｒｅｃａｓｔｓａｍｐｌｅｓ

判别函数值 Ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔｓｃｏｒｅｓ

Ｗ１（ｘ） Ｗ２（ｘ） Ｗ３（ｘ） Ｍａｘ（Ｗ（ｘ））

归属

Ａｆｆｉｌｉａｔｉｏｎ
水化学类型

Ｈｙｄｒｏｃｈｅｍｉｃａｌｔｙｐｅ

１ ５２２．２３９ ５１９．６８３ ５２２．３３８ ５２２．３３８ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型

２ ４６２．８１０ ４６０．６７１ ４６１．７０８ ４６２．８１０ Ｇ１ Ｃｌ－Ｎａ型

３ ５３０．４２１ ５２４．４５３ ５３０．３５７ ５３０．４２１ Ｇ１ Ｃｌ－Ｎａ型

４ ４１９．４３４ ４１８．５８８ ４１７．３１７ ４１９．４３４ Ｇ１ Ｃｌ－Ｎａ型

５ ５０５．０１７ ５０３．７３９ ５０５．４４７ ５０５．４４７ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型

６ ５１８．１０５ ５１３．０９１ ５１１．７５４ ５１８．１０５ Ｇ１ Ｃｌ－Ｎａ型

７ ４８４．６７２ ４８９．７７３ ４８５．６５１ ４８９．７７３ Ｇ２ ＳＯ４－Ｎａ型

８ ５０４．９４５ ５１０．９３２ ５１０．０４９ ５１０．９３２ Ｇ２ ＳＯ４－Ｎａ型

９ ４７５．６９４ ４７５．２８９ ４８０．５５５ ４８０．５５５ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型

１０ ４０６．４４２ ４０２．０８６ ４０９．１５０ ４０９．１５０ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型

１１ ４９１．９６０ ４９２．２７０ ４９６．９１６ ４９６．９１６ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型

１２ ４５９．０７３ ４５８．９４２ ４６０．９１８ ４６０．９１８ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型

１３ ５４４．４１４ ５３８．９３４ ５４６．２０１ ５４６．２０１ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型

１４ ４８４．６５１ ４８３．０１６ ４８６．９３６ ４８６．９３６ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型

１５ ４８４．９３４ ４８３．４８３ ４８６．４４０ ４８６．４４０ Ｇ３ ＨＣＯ－Ｎａ型
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４ 小结与讨论

本文应用Ｂａｙｅｓ判别分析理论，选用Ｎａ＋＋Ｋ＋、
Ｃａ２＋、Ｍｇ２＋、ＨＣＯ－３、Ｃｌ－、ＳＯ４２－等６个指标作为判别
因子，建立了地下水化学类型的 Ｂａｙｅｓ判别分类模
型。所建立的判别模型采用刀切法对 Ｂａｙｅｓ判别准
则的优良性进行评价，识别正确率达 ８２．５％。同
时，以该模型对预测样本进行判别分析，输出结果正

确率达 ８６．６％，从而验证了 Ｂａｙｅｓ判别准则的可行
性和可靠性。

与传统的分类方法相比，Ｂａｙｅｓ判别分类法存在
误判的情况，它是一种带有预测性的判别分类方法，

其准确度依赖于样本的数量，在建模过程中会受样

本数据代表性和准确性的影响。因此在使用判别分

类法时，对样本数量和样本的代表性有一定的要求。

本研究判别模型的建立是以多矩形图解（ＭＲＤ）
法为前提，所以与传统分类方法相比，该模型提供的

判别分类结果，具有更明晰、易懂的水化学类型信

息。

该模型建立所依据的数据来自内蒙古河套灌

区，所以模型适用于和河套灌区相似的北方盐渍化

灌区。模型简单易操作，准确率较高，满足工程领域

要求，在今后的使用过程中，随着训练样本容量的增

大，其代表性和准确性不断提高，模型逐步完善，可

见Ｂａｙｅｓ判别分类法具有较高的应用价值，为地下
水化学类型评判与分类提供了新的数量化和定量化

途径。
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