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摘 要：针对目前圆形断面临界水深普遍采用的试算法、图表法存在计算误差大、适用范围小的缺点，提出一

种新的近似计算公式。通过对圆形断面临界流公式的数学变换，得到其临界水深的数学模型，并采用最小二乘法

进行编程计算，得到了一种求解圆形断面临界水深的新近似直接计算公式。实例计算及误差分析表明，在工程实

用范围内该公式最大相对误差小于１％。与现有圆形断面临界水深的计算公式比较，该计算公式计算便捷且适用
范围广，可供工程实际参考应用。

关键词：数学建模；水力计算；临界水深

中图分类号：ＴＶ１３１．４ 文献标志码：Ａ 文章编号：１０００７６０１（２０１３）０４００５４０３

Ａｎｅｗａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｆｏｒｍｕｌａｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｗａｔｅｒｄｅｐｔｈｉｎｃｉｒｃｕｌａｒｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ

ＬＩＲｕｉ１，ＷＡＮＧＺｈｅｎｇｚｈｏｎｇ２，ＷＡＮＧＺｈｉｇａｎｇ３

（１．ＹａｎｇｌｉｎｇＶｏｃａｔｉｏｎａｌａｎｄＴｅｃｈｎｉｃａｌＣｏｌｌｅｇｅ，Ｙａｎｇｌｉｎｇ，Ｓｈａａｎｘｉ７１２１００，Ｃｈｉｎａ；
２．ＲｅｓｅａｒｃｈＣｅｎｔｅｒｏｆＷａｔｅｒＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳａｆｅｔｙａｎｄＤｉｓｅａｓｅＰｒｅｖｅｎｔｉｏｎ，ＮｏｒｔｈｗｅｓｔＡ＆ＦＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｙａｎｇｌｉｎｇ，Ｓｈａａｎｘｉ７１２１００，Ｃｈｉｎａ；

３．ＮｏｒｔｈｗｅｓｔＡ＆ＦＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｙａｎｇｌｉｎｇ，Ｓｈａａｎｘｉ７１２１００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａｉｍｅｄａｔｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｌａｒｇｅｅｒｒｏｒａｎｄｎａｒｒｏｗａｐｐｌｉｃａｂｌｅｓｃｏｐｅｅｘｉｔｉｎｇｉｎｔｈｅｔｒｉａｌａｎｄｄｉａｇｒａｍｍｅｔｈｏｄｓ
ｇｅｎｅｒａｌｌｙｕｓｅｄ，ａｎｅｗａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｆｏｒｍｕｌａｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｗａｔｅｒｄｅｐｔｈｉｎｃｉｒｃｕｌａｒｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉ
ｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｗａｔｅｒｄｅｐｔｈｗａｓｓｅｔｕｐｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｆｌｏｗｆｏｒｍｕｌａｉｎｃｉｒｃｕｌａｒ
ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅｎｅｗａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｆｏｒｍｕｌａｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｗａｔｅｒｄｅｐｔｈｉｎｃｉｒｃｕｌａｒｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｗａｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｕｓｉｎｇ
ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｆｏｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｅｘａｍｐｌｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄｅｒｒｏｒａｎａｌｙｓｉｓｉｎｄｉｃａｔｅｄｔｈａｔｔｈｅｌａｒｇｅｓｔｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒｏｆｔｈｉｓｆｏｒｍｕｌａｗａｓｓｍａｌｌｅｒｔｈａｎ１％ｉｎｔｈｅｐｒａｃｔｉｃａｌｓｃｏｐｅｏｆｐｒｏｊｅｃｔ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｆｏｒｍｕｌａｏｆｃｒｉｔｉｃａｌ
ｗａｔｅｒｄｅｐｔｈｉｎｃｉｒｃｕｌａｒｃｒｏｓｓ－ｓｅｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｎｅｗｆｏｒｍｕｌａｉｓｍｏｒｅｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｉｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄｂｒｏａｄｅｒｉｎａｐｐｌｉｃａｂｌｅ
ｓｃｏｐｅ，ａｎｄｉｔｃａｎｂｅａｐｐｌｉｅｄｆｏｒｒｅｆｅｒｅｎｃｅｉｎｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｐｒａｃｔｉｃｅｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓｍｏｄｅｌ；ｈｙｄｒａｕｌｉｃｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ；ｃｒｉｔｉｃａｌｗａｔｅｒ

圆形断面是输水隧洞常见的断面形式之一，由

于它的水流条件比较好，被广泛应用在农田灌排、水

利水电及城市给水排水等工程中。圆形断面临界水

深在水力计算中是一个非常重要的水力要素，但其

求解非常困难，因为需计算含参数的高次方程，理论

上没有直接的解析解，因此工程上常采用试算法或

图解法来完成求解工作。试算法在计算上较为麻

烦，在查曲线时也容易产生一定的误差，影响精度。

图解法是利用已经制好的图表求解，计算比较快捷，

但精度欠佳。目前对于圆形断面临界水深的计算主

要有：孙建等［１］、王正中等［２］分别提出的临界水深直

接计算式及吕宏兴等［３］提出的迭代算法。以上方法

在工程界都得到了不同程度的运用，解决了不少工

程实际问题。但上述方法中直接计算公式仍然存在

精度不高或公式结构相当复杂的问题，而迭代算法

又存在收敛速度慢的问题，不便于工程界直接采用。

数学建模就是将现实生活中的实际问题的内在

规律，抽象为数学问题，构建数学模型，根据数学知

识进行推理、证明、求解、得出结论，并进行验证，使

实际问题得以合理解决。简单说就是数学知识在实

际问题中的应用。

本文用数学建模的方法，提出一种圆形断面临



界水深新的近似直接计算公式。首先通过对圆形断

面临界流公式的数学变换，建立起求解圆形断面临

界水深的数学模型，然后应用最小二乘法对此模型

进行编程求解，得到了圆形断面临界水深的近似直

接计算公式。最后通过实例和误差分析对模型的结

果（即本文提出的公式）进行了验证，结果表明该公

式计算简捷、精度高且适用范围广。

１ 圆形断面临界水深的基本方程

由参考文献［４］知，临界流的基本方程为：

ａＱ２
ｇ ＝

Ａ３ｃ
Ｂｃ

（１）

如图１所示，圆形断面的水力要素分别为：

过水断面面积 Ａｃ＝
１
８ｄ

２（θ－ｓｉｎθ） （２）

水面宽度 Ｂｃ＝ｄｓｉｎ（θ／２） （３）

临界水深 ｈｃ＝
１
２ｄ（１－ｃｏｓ

θ
２） （４）

其中，Ｑ为流量（ｍ３·ｓ－１）；Ａｃ为临界流对应的过水
断面面积（ｍ２）；Ｂｃ为水面宽（ｍ）；ｇ为重力加速度（通
常取９．８１ｍ·ｓ－２）；ａ为流速分布不均匀系数（通常
取１．０）；θ为临界水深对应的圆心角（ｒａｄ）；ｄ为洞径
（ｍ）。

将式（２）、（３）、（４）代入式（１）得：

ａ
５１２
（θ－ｓｉｎθ）３
ｓｉｎ（θ／２） ＝ Ｑ

２

ｇｄ５
（５）

图１ 圆形过水断面

Ｆｉｇ．１ Ｃｉｒｃｕｌａｒｗａｔｅｒｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ

２ 临界水深方程分析

要求临界水深 ｈｃ，必须分两步完成。

第一步：通过式 （５）即 ａ
５１２

（θ－ｓｉｎθ）３
ｓｉｎ（θ／２） ＝

Ｑ２
ｇｄ５θ

第二步：通过 ｈｃ＝
１
２ｄ（１－ｃｏｓ

θ
２）ｈｃ

对于式（５）即 ａ
５１２
（θ－ｓｉｎθ）３
ｓｉｎ（θ／２） ＝Ｑ

２

ｇｄ５
可变形为：

ａ
５１２
（θ－ｓｉｎθ）３
ｓｉｎ（θ／２） ＝ Ｑ

２

ｇｄ５＝
０ （６）

由此可见，式（６）是关于θ的一个含参数超越方
程，且未知量包含在三角函数中，理论上无解析解。

工程上对于此类方程的求解常采用查图表、试算等

低效且低精度的方法。

３ 临界水深模型的建立与求解

设 ｋ＝ Ｑ
２

ｇｄ５＝
ａ
５１２
（θ－ｓｉｎθ）３
ｓｉｎ（θ／２）

（７）

ｘ＝
ｈｃ
ｄ ＝

１
２（１－ｃｏｓ

θ
２） （８）

则 ｋ可认为是无量刚参数，ｘ可认为是圆形断面无
量刚临界水深。由式（７）、（８）得到：

ｘ＝（θ），θ ＝ｇ（ｋ）ｘ＝ｆ（ｋ） （９）
根据文献［５］～［８］以及工程实际的要求，ｘ的取值
范围一般在［０．０５，０．８５］内，因此在该范围内，通过
Ｍａｔｌａｂ数学软件对大量 ｘ～ｋ数据进行处理，发现
ｌｎ（ｘ）～ｌｎ（ｋ）有明显的线性关系，于是采用最小二
乘法拟合 ｌｎ（ｘ）～ｌｎ（ｋ）的函数关系（图２）。

图２ ｌｎ（ｘ）～ｌｎ（ｋ）的函数图
Ｆｉｇ．２ ｌｎ（ｘ）～ｌｎ（ｋ）ｆｕｎｃｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

拟合结果为：

ｌｎ（ｘ）＝０．２５５４ｌｎ（ｋ）＋０．０２１５ （１０）
对上式进行变形得：

ｌｎ（ｘ）＝ｌｎ（ｋ）０．２５５４＋ｌｎ（ｅ）０．０２１５＝ｌｎ［（ｅ）０．０２１５·
（ｋ）０．２５５４］＝ｌｎ（１．０２１７ｋ０．２５５４） （１１）

所以， ｘ＝１．０２１７ｋ０．２５５４ （１２）
故，圆形断面临界水深

ｈｃ＝１．０２１７ｋ０．２５５４×ｄ （１３）

４ 精度评价

４．１ 近几年得到的近似公式

近几年不少专家得到的计算圆形断面临界水深

的近似公式很多，但从公式结构简捷、通用、计算精

度相对较高这三方面考虑，孙建公式［１］和王正中公

式［２］相对较好，下面就其公式形式和本文公式作一

比较：
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①孙建公式
ｈｃ＝ｄ（０．１０２５４１（

ｋ
３２）

０．５＋０．９５７１４（ｋ３２）
０．２５），ｋ∈（０，１．９３８］

ｈｃ＝ｄ（－０．４１５８１（
ｋ
３２）＋１．５７３５１（

ｋ
３２）

０．２５－０．１８２３５４），ｋ∈（１．９３８，１６．１４１
{

］

②王正中公式 ｈｃ＝ｄ（
ｋ
２９）

１
３．９

③本文公式 ｈｃ＝１．０２１７ｋ０．２５５４×ｄ
４．２ 公式误差计算

根据文献［５］～［８］以及工程实际的要求，ｘ的
取值范围一般为［０．０５，０．８５］。

为了便于比较，分别计算出本文公式、孙建公式

和王正中公式在此范围内的相对误差，其结果见图

３。

图３ 不同公式计算圆形断面临界水深相对误差分布

Ｆｉｇ．３ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｗａｔｅｒｄｅｐｔｈｉｎ
ｃｉｒｃｕｌａｒｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｏｒｍｕｌａ

根据图３，无量纲临界水深 ｘ在［０．０５，０．８５］范
围内，本文公式计算圆形断面临界水深的最大相对

误差小于１％，孙建公式、王正中公式的最大相对误
差分别为０．３％和１．３％。

从公式结构上来看，孙建公式最为复杂，王正中

公式和本文公式较为简捷。

从公式的适用范围上来看，孙建公式、王正中公

式和本文公式都能满足工程实际要求。

由此可知本文公式结构简捷，误差小，适应范围

广。

５ 求解步骤与实例

５．１ 求解步骤

第一步，由式（７）求得无量纲参数 ｋ：ｋ＝ Ｑ
２

ｇｄ５
。

第二步，再根据式（１３）即ｈｃ＝１．０２１７ｋ０．２５５４×ｄ
求临界水深。

５．２ 实例

某圆形断面的引水式电站输水隧洞，洞径 ｄ＝
１５．０ｍ，求设计流量 Ｑ＝５００ｍ３·ｓ－１时的临界水
深［５］。

解：第一步，由式（７）求得无量纲参数 ｋ：ｋ＝
Ｑ２
ｇｄ５＝

０．０３３５

第二步，再根据式（１３）得：ｈｃ＝１．０２１７ｋ０．２５５４×
ｄ＝６．４３９５ｍ
用孙建公式和王正中公式分别计算本例，结果

见表１。

表１ 不同近似公式误差比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｒｒｏｒｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｆｏｒｍｕｌａ

公式名称

Ｆｏｒｍｕｌａ
流量／（ｍ３·ｓ－１）

Ｆｌｏｗ

临界水深／ｍ
Ｃｒｉｔｉｃａｌ
ｗａｔｅｒｄｅｐｔｈ

临界水深精确解／ｍ
Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
ｃｒｉｔｉｃａｌｗａｔｅｒｄｅｐｔｈ

相对误差／％
Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ

孙建公式 Ｓｕｎ’ｓｆｏｒｍｕｌａ ５００ ６．４２６７ ６．４２７５ －０．０１２

王正中公式 Ｗａｎｇ’ｓｆｏｒｍｕｌａ ５００ ６．４４２５ ６．４２７５ ０．２３３

本文公式 Ｎｅｗｆｏｒｍｕｌａ ５００ ６．４３９５ ６．４２７５ ０．１８７

从例题的计算过程和表 １的误差比较可以看
出，用本文近似公式求解圆形断面临界水深，仅需两

步就可完成，过程简单，而且相对误差为 ０．１８７％，
能满足工程实际需要。

６ 结 语

本文在分析圆形断面临界水深方程数学特性的

基础上，建立起数学模型，然后运用最小二乘法对此

模型进行求解，最后提出了圆形断面临界水深的近

似直接计算公式。并与现有的计算公式分别从适用

范围、误差大小和简捷程度方面进行了综合评价。

结果表明，本文公式在无压流圆形断面常用范围内

均可适用，而且计算精度高，在工程常用范围内相对

误差小于１％，公式简捷程度与几种计算公式相比
最为简捷，完全能够满足工程需要。

（下转第１０３页）
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饰，这有待从分子水平去进一步证明。此外，ＮＯ也
可能通过影响 ＡＱＰ基因转录水平和蛋白丰度而发
生作用［２０］。可见，ＮＯ可能从活性和含量两方面调
节ＡＱＰ的状态，进而调节种子的萌发。
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